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六自由度机械臂轨迹规划与仿真研究

孙　亮 , 马　江 , 阮晓钢
(北京工业大学电子信息与控制工程学院 , 北京 100124)

摘　　　要:针对六自由度链式机械臂在进行正运动学 、 逆运动学以及轨迹规划仿真时 , 不易

直观地验证运动学算法的正确性和轨迹规划的效果 , 在正确建立机械臂数学模型的基础上 ,
重点分析了机械臂在关节空间中轨迹规划的两种实现方法 , 并采用三维运动仿真进行了验证。

开发了一套六自由度机械臂三维仿真软件 , 该仿真软件在 VC++6.0开发平台上 , 首先利用

分割类将基于 MFC框架的窗口分割成为控制窗口和视图窗口两部分 , 然后利用 OpenGL的图
形库对机械臂进行建模 , 首次将正运动学 、 逆运动学以及轨迹规划算法融入其中开发而成。该

仿真软件有效地验证了机械臂运动学模型建立的正确性 , 同时也对三次多项式和五次多项式
两种轨迹规划方法做了直观的比较 , 结果表明后一种轨迹规划效果明显优于前一种。
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TrajectoryPlanningandSimulationof6-DOFManipulator

SUNLiang, MAJiang, RUANXiao-gang
(CollegeofElectronicInformationandControlEngineering, BeijingUniversityofTechnology, Beijing100124, China)

Abstract:ConsideringthatthekinematicalgorithmcorrectnessandtrogecoryplaningresultsarenoteasytovisuallgverifyfortheKme-
maticanalysis, inversekinematicsanalysisandtrajectoryplanningsimlaionainingat6-DOFmanpulator, twomethodsoftrajectory

planningbasedonjointspaceareanalyzed.Todirectlycomparetheeffectsoftwotypesofmotionplanning, a3Dmotionsimulationsoft-
waresystemisdevelopedbasedonMFCandOpenGLgraphiclibraryonVC++6.0 IDE.Theforwardkinematics, inversekinemat-

ics.andtrajectoryplanningalgorithmareintegratedintothesimulationsoftware.Thesimulationsoftwaresystemof6-DOFmanipulator
showsthevalidityofthekinematicsmodel.Theresultoftrajectoryplanningmethodsofthecubicpolynomialandthefifthpolynomi-

al.showsthatthelatereffectoftrajectoryplanningissuperiortoformerone.
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1　引　言

六自由度链式(6R)机械臂的轨迹规划既可以
在关节空间 , 也可以在直角坐标空间中进行。由于
在关节空间中进行轨迹规划是直接用运动时的受控

变量规划轨迹 , 有着计算量小 , 容易实时控制 , 而
且不会发生机构奇异性

[ 1]
等优点 , 所以经常被采

用 。但是这种方法难以确定各杆和末端抓持器位
置 , 所以开发一套能够直观地监视机械臂各个部分
运动的三维仿真软件变得极为重要 。文献 [ 2]在
Matlab平台下开发了 Robotics工具箱 , 能够通过函
数实现对机器臂进行正 、逆运动学以及轨迹规划分
析 , 实现了简单的运动学仿真。文献 [ 3]基于
OpenGL图形库开发了一套机械臂仿真系统 , 实现
了机械臂的正 、 逆运动学仿真 。文献 [ 4]利用文献
[ 3]的方法 , 且通过定时器 , 不断刷新视图 , 达到
了动画的效果 , 但是并没有提供具体的轨迹规划算
法 。本文首次将轨迹规划算法融入开发的六自由度

机械臂三维仿真软件中 , 有效直观地验证了两种插
值函数轨迹规划的效果 。

2　运动学分析

机械臂坐标系 , 如图 1所示 。

图 1　机械臂坐标系
Fig.1 Coordinateof6Rmanipulator

6R机器臂是具有 6个关节的空间机构 , 为描
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述末端执行器在空间的位置和姿态 , 可以在每个关
节上建立一个坐标系 , 利用坐标系之间的关系来描
述末端执行器的位置 。

1)运动学正解　正运动学的求解过程是根据
已知关节变量 θ1 , θ2 , θ3 , θ4 , θ4 , θ6求末端抓持

器相对于参考坐坐标系的位姿的过程。使用标准的
上关节 D-H法 , 将参考坐标系设在 6R机械臂的基
座上 , 从基座开始变换到第一关节 , 然后到第二关
节 , …, 最后变化到末端抓持器 。 6R机器臂的基
座和手之间的总变换为

R
TH=

R
T0

0
T1

1
T2

2
T3

3
T4

4
T5

5
TH =A0A1A2A3A4A5AH=

C1(C234C5C6 -

S234S6)-S1S5C6

C1(-C234C5C6 -

S234C6)+S1S5S6

C1(C234S5)+S1C5 C1(C234L4 +C23L3 +C2L2)

S1(C234C5C6 -

S234S6)+C1S5S6

S1(-C234C5C6 -

S234C6)-C1S5S6

S1(C234S5)-C1C5 S1(C234L4 +C23L3 +C2L2)

S234C5C6 +C234S6 -S234C5C6 +C234C6 S234S5 S234L4 +S23L3 +S2L2 +L1 +S234S5L5

0 0 0 1

(1)
式中 , A0为基座坐标系到坐标系 0(关节一)之间
的变换矩阵;A1为坐标系 0到坐标系 1之间的变

换矩阵;AH为坐标系 5到坐标系 H之间的变换矩
阵;S12 =sin(θ1 +θ2);C12 =cos(θ1 +θ2);S123 =
sin(θ1 +θ2 +θ3)。
可以制作关节和连杆参数的表格 , 见表 1。

表 1　D-H参数表

Table1Parametertable

连杆 变量 d a α cosα sinα
1 θ1 L1 0 90 ° 0 　1

2 θ2 0 L2 0 1 　0

3 θ3 0 L3 0 1 　0

4 θ4 0 L4 -90 ° 0 -1

5 θ5 0 0 　90 ° 0 　1

6 θ6 L5 0 0 1 　0

　　2)运动学逆解　逆运动学的求解过程是根据
已知的末端抓持器相对于参考坐标系的位姿 , 求关
节变量 θ1 , θ2 , θ3 , θ4 , θ5 , θ6的过程 , 它是机器
人运动规划和轨迹控制的基础 , 也是运动学最重要
的部分 。先给出机器人的期望位姿表达式:

R
TH=

nx ox ax px

ny oy ay py
nz oz az pz

0 0 0 1

(2)

式(2)为式(1)另一表达形式 , 向量 n, o, a,
分别表示法线 (normal)、指向 (orientation)和接近
(approach)向量;p向量为末端抓持器坐标系原点
相对于基座坐标系的位置向量。

通常 , p可以根据工件位置给出 , 而 n, o, a
这三个向量可以通过 RPY(滚动角  n,俯仰角  o和

偏航角  a)旋转给出。由式(3)表示:
RPY( a,  o,  n)=Rot(a,  a)Rot(o,  0)Rot(n,  n)=
C aC o C aS oS n-S aC n C aS oC n+S aS n 0

S aC o S aS oS n-C aC n S aS oC n-C aS n 0

-S 0 C 0S n C 0C n 0

0 0 0 1

(3)
对于式(1)有许多角度的耦合 , 如 S123 , 为了

求出单个角度的正切从而算出角度 , 首先要对其解

耦 , 可以通过式(1)中
R
TH矩阵左乘 A

-1
n 矩阵 , 使

得方程右边不包含这个角度 。为了计算简便将关节
一和关节二以及关节五和关节六合在一起 , 其结
构 , 如图 2所示。

图 2　修改过后的 6R机械臂坐标
Fig.2Modifiedcoordinateof6Rmanipulator

那么 6R机器臂的基座和手之间的总变换为
R
TH =

R
T0

0
T1

1
T2

2
T3

3
T4

4
T5

5
TH =A0A1A2A3A4A5A6A=

nx ox ax px

ny oy ay py
nz oz az pz

0 0 0 1

(4)

A6 =

C6 -S6 0 0

S6 C6 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

, AH=
5
TH=

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 L5

0 0 0 1

将上式左乘 A
-1

0 然后再右乘 A
-1
可得:

A
-1
0

R
THA

-1
=A1A2A3A4A5A6 =

nx ox ax px-axL5

ny oy ay py-ayL5

nz oz az pz-L1 -azL5

0 0 0 1

(5)

依次左乘 A
-1
1 , A

-1
2 , A

-1
3 , A

-1
4 , A

-1
5 得到不同

的等式从而得出各个关节转角的值 , 得:

θ1 =arctan(
py-ayL5
px-axL5

)或 θ1 =θ1 +180 ° (6a)
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θ234 =arctan(
az

C1ax+S1ay
)或 θ234 =θ234 +180 °

C3 =
[ (px-axL5)C1 +(py-ayL5)S1 -C234L4 ]

2

2L2L3
+

[ pz-L1 -azL5 -S234L4 ]
2
-L

2
2 -L

2
3

2L2L3

θ2 =arctan
(C3L3 +L2)(pz-L1 -azL5 -S234L4)-

(C3L3 +L2)[ (px-axL5)C1 +(py-ayL5)S1 -C234L4 ] +
※

→
S3L3 [(px-axL5)C1 +(py-ayL5)S1 -C234L4 ]

S3L3(pz-L1 -azL5 -S234L4)
(6b)

θ2在 -90 °到 +90 °之间 ,所以不存在 180 °+θ2。

S3 =±(1 -C
2
3)

1/2
;θ3 =arctan(

S3
C3

) (6c)

θ3在 -90 °到 +90 °之间 , 所以不存在 180°+θ3。
θ4 =θ234 -θ2 -θ3 (6d)

θ4在 -90 °到 +90 °之间 , 所以不存在 180 °+θ3。

θ5 =arctan
C234(C1ax+S1ay)+S234az

S1ax-C1ay
(6e)

θ5在 -90 °到 +90 °之间 , 所以不存在 180 °+θ5。

θ6 =arctan
-S234(C1nx+S1ny)+C234nz
-S234(C1ox+S1ny)+C234oz

(6f)

根据式(6)求解的关节转角 , 可知 6R机械臂在
相同的位姿下可能存在 2

3
种关节转角组合 。这就需

要根据机器人的实际机构选取一种最优的解(如功率
最省 、行程最短 、受力最好 、回避障碍), 这里在仿
真软件算法中选择功率最省的标准。也就是说 6R机
械臂末端抓持器从初始位姿到下一个路径点位姿各

旋转关节角变化量的平方和最小的那组解 。如下:

min
j=1, … , 8∑

6

i=1
(θ

T
ij-θ

S
ij)

2
(7)

其中 , θ
T
ij中的 i(i=1 , 2, …, 6)表示初始位姿的

6个旋转关节角 , j(j=1, 2, … , 8)表示 1个旋转关
节角的 8种可能 。 θ

T
ij表示在起始位姿下关节转角 i

的第 j个特解。同理 θ
S
ij表示在下一个路径点位姿下

关节转角 i的第 j个特解 。
上面是对于一个路径点角度逆解的推导过程 ,

至于多路径点的情况中的角度信息 , 每个逐一通过
式(6)和式(7)来表示。

3　轨迹规划

为了求得在关节空间的轨迹 , 首先利用逆运动
学方程将路径点转换成关节角度值 , 然后分别对每
一个关节变量映射成一个光滑时间函数 , 使之从起
始点开始 , 依次通过所有路径点 , 最后达到目标
点 。每个关节时间函数之间是相互独立的 , 但是总
的运动时间是相同的。本文光滑时间函数采用三次
多项式以及五次多项式函数。

1)三次多项插值　三次多项式及其一阶导数函
数 , 共有 4个待定系数 , 同时对起始点和目标点的
角度和角加速度给出约束条件 , 列出 4个方程如下:

θ(t0)=C0 , θ(tf)=C0 +C1tf+C2t
2
f+C3t

3
f

θ﹒(t0)=C1 , θ﹒(tf)=C1 +2C2tf+3C3t
2
f (8)

式中 , θ(t0), θ(tf)分别表示起始点和目标点的关节角;

θ﹒(t0), θ﹒(tf)分别表示起始点和目标点的关节角速度。

当 t0 =0, 解得系数为

C0 =θ(0), C2 =
3(θ(tf)-θ(0))-(2θ﹒(0)+θ﹒(tf))tf

t
2

f

C1 =θ﹒(0), C3 =
-2(θ(tf)-θ(0))+(θ﹒(0) +θ﹒(tf))tf

t
3
f

(9)

当 θ﹒(0)=0, θ﹒(tf)=0时 , 得到特解如下:

C1 =0, C2 =
3(θ(tf)-θ(0))

t
2
f

, C3 =
-2(θ(tf)-θ(0))

t
3
f

(10)

2)五次多项插值　五次多项式及其一阶 、二
阶导数函数 , 共有 6个待定系数 , 同时对起始点和
目标点的角度 、 角速度和角加速度给出约束条件 ,
列出 6个方程如下:
θ(t0)=C0 , θ(tf)=C0 +C1tf+C2t

2
f+C3t

3
f+C4t

4
f+C5t

5
f

θ﹒(t0)=C1 , θ̈(t0)=2C2 , θ̈(tf)=2C2 +6C3tf+12C4t
2
f+20C5t

3
f

(11)
式中 , θ(t

0
), θ(t

f
)分别为起始点和目标点的关节角;

θ﹒(t
0
), θ﹒(t

f
)分别为起始点和目标点的关节角速度;

θ̈(t
0
), θ̈(t

f
)分别为起始点和目标点的关节角加速度。

当 t0 =0, 解得系数如下:

C0 =θ(t0), C1 =θ﹒(t0), C2 =
θ̈(t0)
2

C3 =
20(θ(tf)-θ(t0))-(8θ﹒(tf)+12θ﹒(t0))tf-(3θ̈(t0)-θ̈(tf))t

2

f

2t
3
f

C4 =
-30(θ(t

f
)-θ(t

0
))+(14θ﹒(t

f
)+16θ﹒(t

0
))tf+(3θ̈(t

0
)-2θ̈(t

f
))t

2
f

2t
4
f

C5 =
12(θ(tf)-θ(t0))-6(θ﹒(tf)+θ﹒(t0))tf-(θ̈(t0)-θ̈(tf))t

2
f

2t
5
f

(12)

当 θ﹒(t0)=0, θ̈(t0)=0, θ﹒(tf)=0, θ̈(tf)=0时 , 得到

特解如下:

C1 =0, C2 =0, C3 =
10(θ(tf)-θ(t0))

t
3
f

C4 =
-15(θ(tf)-θ(t0))

t
4

f

, C5 =
6(θ(tf)-θ(t0))

t
5

f

(13)

4　仿真系统和实验

仿真系统采用 MFC框架类和 OpenGL的图形库
进行开发 。 MFC是微软提供的基础类库 , 是一套
面向对象的函数库 , 以类的方式提供给用户使用 ,
利用这些类可以有效地帮助用户完成基于 Windows
的应用程序开发。 OpenGL是在 SGI等多家著名的
计算机公司的倡导下 , 以 SGI的 GL三维图形库为
基础制定的一个通用共享的开放式三维图形标准 。
它是一种与硬件 、 窗口系统和操作系统相独立的一
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系列 API。由于 OpenGL具有编程建模 、 容易实现
高度清晰感的实时三维仿真等优点 , 它逐渐被广泛
应用于机器臂的设计和运动仿真中。

1)仿真系统开发过程
①利用 MFCAppWizrd建立一个单文档应用程

序 。
②在资源管理器中插入控制面板对话框 , 建立

一个基于 CFormView类的 CFommandView类 , 在
CMainFrame类的定义中声明一个 CSpltterWnd类的
对象 m wndSplitter, 完成 CMainFrame类的 OnCre-
ateClient事件处理程序。

③在控制面板对话框内的每个控件编写事件处
理函数 , 包括按钮 、静态编辑框和滚动条等 , 完成
与视窗类的数据交换 。

④在视窗类 CArmView中添加图形绘制程序 。
a)首先设置像素格式并创建 Opengl绘制描述

表 , 在 CArmView类中添加 WM CREATE消息 , 然
后编写 OnCreate事件处理程序。 b)然后在类 CAr-
mView的成员函数 OnDraw中 , 添加 6R机械臂绘
制程序 。包括机械臂的建模 、 材质 、光源位置 、 背
景色 、 视角程序等。 c)然后在 CArmView类中添
加键盘 WM KEYDOWN消息 , 然后编写 On-
KeyDown事件处理程序 。

⑤加入正运动学算法 、 逆运动学算法 , 以及运
动轨迹规划算法 。

⑥在 CArmView类中添加定时器 WM TIMER
消息 , 然后编写 OnTimer事件处理程序。使用 Set-
Timer函数设置定时器的序号和记时周期 。这样可
以生成动画 , 为了避免显示动画时闪动 , 采用双缓
存 , 通过 SwapBuffers函数来实现。 6R机械臂仿真
软件包括 1、正运学仿真 、 逆运动学仿真 、 抓小球
仿真和系统设置四部分 , 如图 3所示 。

图 3　6R机械臂运动仿真软件

Fig.3Motionsimulationsoftwareof6Rmanipulator

2)仿真试验　按照结构图 1的比例 , 编程建
模时取 L1 =8.2, L2 =7.0, L3 =5.0, L4 =3.0,

L5 =2.0 , 这里 L1可以用 OpenGL提供的画圆柱函
数 gluCylinder(obj, 3.0f, 3.0f, 8.200f, 100, 1)实现 ,
其中 , obj表示材质 , 3.0f表示杆 2个截面的半径 ,

8.200f表示杆长 。单位是 Windows窗口定义的像
素 。其他杆 , 同理画出 , 如图 4所示 。

图 4　各杆尺寸

Fig.4Thedimensionofthemanipulator

设置起始点位姿 , 中间路径点 , 及目标点 , 如
图 5所示 。

图 5　起始点位姿 , 目标点及中间路程点

Fig.5 Thestartingpointpositionandorientation, the
　 targetpointandintermediatepathpoints

图中 , X, Y, Z对应的编辑框表示抓持器的位
置 , 滚动角 、 俯仰角和偏航角的编辑框表示抓持器
的姿态。仿真时起始点和目标点的关节角速度 、加
速度设为零 , 而中间点的路径点的关节角速度 、加
速度可以根据末端抓持器在直角坐标空间中的瞬时

线速度和角速度以及线加速度和角加速度来确定每

个路径点的关节角速度和角加速度 , 但是该方法工
作量太大 , 故采用适当的启发式方法来确定 , 取相
邻两段轨迹角速度和角加速度的平均值作为中间点

的瞬时速度。起始点 、 中间点 、 目标点各个关节角
速度 、角加速度分别见表 2, 表 3。

表 2　关节角速度

Table2Jointangularvelocity

点 θ﹒1 θ﹒ 2 θ﹒ 3 θ﹒ 4 θ﹒ 5 θ﹒ 6

起始点 0 0 0 0 0 0

中间点 1 -0.25 10.8 -1.85 -8.95 -4.75 0

中间点 2 -2.95 8.2 　 5.75 -13.95 -7.05 0

终点 0 0 0 0 0 0
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表 3　关节点加速度
Table3 Jointangularacceleration

点 θ̈1 θ̈2 θ̈3 θ̈4 θ̈5 θ̈6

起始点 0　 0　 0　 0　 0　 0

中间点 1 -1.475 4.1 　 2.875 -6.975 -3.525 0

中间点 2 　0.125 -5.4　 -0.925 　 4.475 　2.375 0

终点 0　 0　 0　 0　 0　 0

　　要求机械臂从起始点开始运动 , 1 s后到达中
间点 1, 2 s后到达中间点 2, 3 s时到达终点 , 利
用三次多项式和五次多项式进行每 50 ms完成一次
关节空间插值运算 , 采用 Matlab绘制曲线 , 篇幅
限制这里只给出关节三的角度 、 角速度 、角加速度
曲线 , 如图 6所示 。

图 6　关节三的角度 , 角速度及角加速度

Fig.6Theangle, angularvelocityandangularaccelerationofjoint3

　　对应的 6R机械臂三维仿真 , 如图 7所示。

图 7　三维运动仿真

Fig.7 3Dmotionsimulation

小球位置为目标点 , 各图自左向右 , 依次为
起始点 、中间点 1、 中间点 2和目标点 。

仿真试验时选择单选框三次多项式插值 , 然后
按下 “go” 按钮。同样的操作选择单选框五次多项
式插值 , 然后按下 “go” 按钮 , 如图 8所示。

图 8　仿真控制台

Fig.8Simulationconsole

对比这两种多项式插值结果 , 可以发现 , 三次
多项式的计算量比较小 , 可以保证关节角 、角速度
都是连续的 , 见图 6(a)和 6(b), 满足一般的轨迹
规划要求 , 但是 , 角加速度不一定能保证连续 , 见
图 6(c), 所以关节的电机可能会受到一定的冲击;
五次多项式的计算量相对来说大一些 , 但是可以保
证各个点的关节角 、 角速度 , 角加速度都是连续

的 , 见图 6(d), 6(e), 6(f), 从而使电机平稳的运
行 。

5　结　语

本文对 6R机械臂进行了运动学分析 , 重点讨
论了在关节空间中对 6R机械臂进行运动轨迹规划
的两种插值时间函数。在 VC++6.0开发平台上 ,
基于 MFC和 OpenGL开发了一套 6R机械臂的仿真
软件。通过仿真软件有效地验证了机械臂运动学模
型建立的正确性 , 同时首次将轨迹规划算法融入仿
真平台 , 对三次多项式和五次多项式两种轨迹规划
方法做了直观的比较 , 结果表明后一种轨迹规划效
果明显优于前一种 。在实际工业生产中 , 机械臂的
使用非常频繁 , 对于未知构型的机械臂如果通过实
物来验证其运动学算法的正确性和轨迹规划的效

果 , 必然会造成开发周期变长 , 导致成本过高 , 且
还可能遇到一些不可预测的问题 。通过该仿真软件
可解决具体构型机械臂开发和应用中的这些问题。
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