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工业机器人笛卡尔空间轨迹规划
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摘要：研究了在笛卡尔坐标系中工业机器人空间直线及圆弧轨迹规划问题，提出利用抛物线过渡的空间直线

插补算法和基于局部坐标系的空间圆弧插补算法。以上算法在自行设计的五自由度喷涂机器人上进行了实验

验证。实验结果表明，该直线和圆弧插补算法能保证机器人运行平稳，轨迹衔接平滑。
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０　引言
在机器人笛卡尔空间规划系统中，作业是用末端

位姿的齐次变换矩阵序列规定的，轨迹规划就是根据
描述的作业计算出运动的位移、速度和加速度，生成运
动轨迹［１］。工业机器人的轨迹规划既可以在关节空间
也可以在笛卡尔空间中进行，但是轨迹曲线都必须平
滑，以保证机器人运行平稳。关节空间的轨迹规划相
对简单，但是其末端的运动轨迹不直观；笛卡尔空间的
轨迹规划不仅概念上直观，而且规划的路径准确，可以
清晰地观测到末端执行器的运动轨迹［２，３］。目前工业
机器人使用的最广泛的方法是示教再现，也就是根据
任务的需要，记录轨迹上一些关键点，而要想使末端执
行器严格地按照所要求的轨迹运动，则必须取得足够
多的点。机器人的运动轨迹一般都是圆弧或者直线，
复杂的运动轨迹一般用直线和圆弧对其拟合而得到，
这是机器人实现复杂运动轨迹的关键［４，５］。本文提出
了利用抛物线过渡的空间直线插补算法和基于局部坐
标系的空间圆弧插补算法，保证了实验室自行设计的
五自由度喷涂机器人运动的平稳性。
１　基于抛物线过渡的空间直线插补
直线的轨迹规划是已知直线的起点和终点的位置

和姿态，求解直线轨迹上插补点的位置和姿态，并保证
机器人位置及姿态平稳过渡。
假设机器人末端由Ｐ１ 点沿直线运动到Ｐ２ 点，

（ｘ１，ｙ１，ｚ１）和（α１，β１，γ１）分别为起点Ｐ１ 的位置和
ＲＰＹ角，（ｘ２，ｙ２，ｚ２）和（α２，β２，γ２）分别为终点Ｐ２ 的位
置和ＲＰＹ角，（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）和（αｉ，βｉ，γｉ）分别为中间插补
点Ｐｉ的位置和ＲＰＹ角，如图１所示。
各插补点的位置和姿态可由公式（１）求出：

ｘｉ＝ｘ１＋λΔｘ
ｙｉ＝ｙ１＋λΔｙ
ｚｉ＝ｚ１＋λΔｚ
αｉ＝α１＋λΔα
βｉ＝β１＋λΔβ
γｉ＝γ１＋

烅

烄

烆 λΔγ

． （１）

其中：λ为归一化因子；Δｘ，Δｙ，Δｚ，Δα，Δβ，Δγ为位置
和ＲＰＹ角的增量，其求解如下：

Δｘ＝ｘ２－ｘ１
Δｙ＝ｙ２－ｙ１
Δｚ＝ｚ２－ｚ１
Δα＝α２－α１
Δβ＝β２－β１
Δγ＝γ２－γ

烅

烄

烆 １

． （２）

λ归一化因子采用抛物线过渡的线性函数，以保
证整段轨迹上的位移和速度都连续。抛物线过渡的线
性函数是对两点的位姿使用线性插值时，在两点的邻
域内增加一段抛物线的缓冲区段。假设两端的抛物线
运动时间相等，即在两个过渡区域中的加速度值相同、
符号相反。设λ′为λ对时间的导数，λ′随时间ｔ变化的
曲线如图２所示。

图１　直线运动示意图
设直线段的速度为ｖ，抛物线段的加速度为ａ，那

么抛物线段的运动时间Ｔｐ 和位移Ｌｐ 分别为：



Ｔｐ＝
ｖ
ａ ． （３）

Ｌｐ＝
１
２ａＴ

２
ｐ ． （４）

直线运动总位移和时间分别为：

Ｌ＝ （ｘ２－ｘ１）２＋（ｙ２－ｙ１）２＋（ｚ２－ｚ１）槡 ２ ． （５）

Ｔ＝２Ｔｐ＋
Ｌ－２Ｌｐ
ｖ ． （６）

对抛物线段的位移、时间、加速度归一化处理得：

Ｌｐλ＝
Ｌｐ
Ｌ ． （７）

Ｔｐλ＝
Ｔｐ
Ｔ ． （８）

αλ＝
２Ｌｐλ
Ｔ２ｐλ

． （９）

则λ的计算公式为：

λ＝

１
２ａλｔ

２　　　　　　　　　　　　　　　 　　０≤ｔ≤Ｔｐλ

１
２ａＴ

２
ｐλ＋ａλＴｐλ（ｔ－Ｔｐλ）　 Ｔｐλ＜ｔ≤１－Ｔｐλ

１
２ａＴ

２
ｐλ＋ａλＴｐλ（ｔ－Ｔｐλ）－

１
２αλ
（ｔ＋Ｔｐλ－１）２　 １－Ｔｐλ＜ｔ≤

烅

烄

烆 １

． （１０）

其中：ｔ＝ｉ／Ｎ，ｉ＝０，１，２，…，Ｎ，Ｎ 为插补点个数，ｉ＝０
代表起点，ｉ＝Ｎ 代表终点。将所求λ代入式（２）即可
求得各插补点的位置和姿态。求得各插补点的位置和
姿态后，再通过运动学反解，可以得到各插补点对应的
关节角度值。

图２　λ′随时间ｔ变化的曲线
２　基于局部坐标系的空间圆弧插补
假设机器人末端执行器从起始位置Ｐ１ 经过中间

点Ｐ２ 到达终点Ｐ３，若这３点不共线，则一定存在从
Ｐ１ 经Ｐ２ 到Ｐ３ 的圆弧。按照以下步骤进行空间圆弧
的轨迹点位置的插补，如图３所示。

图３　坐标系与局部坐标系
（１）求圆心坐标 Ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）及半径Ｒ。由

Ｐ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１），Ｐ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２），Ｐ３（ｘ３，ｙ３，ｚ３）三点可确
定平面，得方程：

ｘ　ｙ　 ｚ　１
ｘ１ ｙ１ ｚ１ １
ｘ２ ｙ２ ｚ２ １
ｘ３ ｙ３ ｚ３ １

＝０ ． （１１）

根据圆心到三点的距离都为半径可列出下列方
程：

Ｒ２＝（ｘ１－ｘ０）２＋（ｙ１－ｙ０）２＋（ｚ１－ｚ０）２

Ｒ２＝（ｘ２－ｘ０）２＋（ｙ２－ｙ０）２＋（ｚ２－ｚ０）２

Ｒ２＝（ｘ３－ｘ０）２＋（ｙ３－ｙ０）２＋（ｚ３－ｚ０）
烅
烄

烆 ２

．（１２）

联立方程，可求出圆心Ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０），进而求出
半径Ｒ＝ （ｘ１－ｘ０）２＋（ｙ１－ｙ０）２＋（ｚ１－ｚ０）槡 ２。

（２）建立圆弧所在平面的新坐标系。取圆心Ｐ０
为新坐标系原点Ｏ′，Ｐ０Ｐ１ 方向为ｘ′轴方向，其单位方

向向量为：

ｘ′＝ Ｐ０Ｐ｜Ｐ０Ｐ｜．

Ｐ１Ｐ２ 和Ｐ２Ｐ３ 决定圆弧所在平面，取垂直于此平
面的方向为ｚ′轴，其单位方向向量为：

ｚ′＝ Ｐ１Ｐ２×Ｐ２Ｐ３｜Ｐ１Ｐ２×Ｐ２Ｐ３｜．

根据右手法则，ｙ′轴的单位方向向量为：
ｙ′＝ｚ′×ｘ′．

用齐次变换矩阵ＴＲ 描述新坐标系Ｏ′－ｘ′ｙ′ｚ′相对
于原坐标系Ｏ－ｘｙｚ的位姿，则：

ＴＲ＝

ｘ′ｘ ｙ′ｘ ｚ′ｘ ｘ０
ｘ′ｙ ｙ′ｙ ｚ′ｙ ｘ０
ｘ′ｚ ｙ′ｚ ｚ′ｚ ｘ０

熿

燀

燄

燅０　 ０　 ０　 １

．

（３）将Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｐ０ 从原坐标系Ｏ－ｘｙｚ变换到
新坐标系Ｏ′－ｘ′ｙ′ｚ′。设Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｐ０ 在原坐标系
Ｏ－ｘｙｚ中的坐标值分别为（ｘ１，ｙ１，ｚ１），（ｘ２，ｙ２，ｚ２），
（ｘ３，ｙ３，ｚ３），（ｘ０，ｙ０，ｚ０），在新坐标系Ｏ′－ｘ′ｙ′ｚ′中的坐
标值分别为（ｘ′１，ｙ′１，ｚ′１），（ｘ′２，ｙ′２，ｚ′２），（ｘ′３，ｙ′３，ｚ′３），
（ｘ′０，ｙ′０，ｚ′０），则：

ｘ′１
ｙ′１
ｚ′１

熿

燀

燄

燅１

＝Ｔ－１
Ｒ

ｘ１
ｙ１
ｚ１

熿

燀

燄

燅１

．

ｘ′２
ｙ′２
ｚ′２

熿

燀

燄

燅１

＝Ｔ－１
Ｒ

ｘ２
ｙ２
ｚ２

熿

燀

燄

燅１

．

ｘ′３
ｙ′３
ｚ′３

熿

燀

燄

燅１

＝Ｔ－１
Ｒ

ｘ３
ｙ３
ｚ３

熿

燀

燄

燅１

．

由建立的新坐标系Ｏ′－ｘ′ｙ′ｚ′可知：ｘ′０＝ｙ′０＝ｚ′０＝
０，ｚ′１＝ｚ′２＝ｚ′３＝０，ｘ′１＝Ｒ。

（４）在新坐标系Ｏ′－ｘ′ｙ′ｚ′上进行圆弧插补。设圆
弧上一点ｐ在Ｏ′－ｘ′ｙ′ｚ′中的坐标为（ｘ′，ｙ′，ｚ′），对应
的归一化因子为λ，从Ｐ１ 到ｐ的角度为θ，从Ｐ１ 到Ｐ３
的角度为θ′，则：

θ＝λθ′．
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ｘ′＝Ｒｃｏｓθ
ｙ′＝Ｒｓｉｎθ
ｚ′
烅
烄

烆 ＝０
．

（５）将新坐标系上的插补点的值转换到原坐标系
中。设点ｐ在原坐标系Ｏ－ｘｙｚ中的坐标值为（ｘ，ｙ，
ｚ），对应的ｐ′在新坐标系Ｏ′－ｘ′ｙ′ｚ′中的坐标值为（ｘ′，
ｙ′，ｚ′），则：

ｘ
ｙ
ｚ

熿

燀

燄

燅１

＝ＴＲ

ｘ′
ｙ′
ｚ′

熿

燀

燄

燅１

．

根据以上步骤，可以得到圆弧上各插补点的位置。
各插补点的姿态可由下面方程求出：

α＝α１＋λΔα
β＝β１＋λΔβ
γ＝γ１＋
烅
烄

烆 λΔγ
．

求得各插补点的位置和姿态后，再通过运动学反
解，可以得到各插补点对应的关节角度值。
３　实验分析
以实验室自行设计的五自由度喷涂机器人为实验

平台，验证以上算法。该机器人结构示意图如图４所示。

图４　喷涂机器人结构示意图
对于直线运动，给定机器人末端起点、终点对应的

关节角度；对于空间圆弧运动，给定机器人末端起点、
中间点、终点对应的关节角度，通过运动学正解求出两
点对应的位姿矩阵，然后采用前面提出的轨迹规划算
法进行插补运算，得到各插补点的位姿，最后通过运动
学反解，求得各插补点对应的各关节角度。通过示教
的方式进行实验，由轨迹规划得到的结果画出各关节
角度变化图，设定运动为一段空间直线Ｐ１Ｐ２、一段平
面圆弧Ｐ２Ｐ３Ｐ４、一段空间圆弧Ｐ４Ｐ５Ｐ６，如图５所示，
得到的各关节角度随时间的变化如图６所示。图６
中，θ１，θ２，θ３，θ４ 和θ５ 分别对应图４中关节１、关节２、
关节３、关节４和关节５的角度。
根据以上实验分析可知，按照示教的轨迹，采用基

于抛物线过渡的空间直线插补算法和基于局部坐标系
的空间圆弧插补算法，使实验五自由度喷涂机器人成功

按照要求的轨迹进行运动，且运行平稳，轨迹衔接平滑。

图５　设定的运动轨迹图

图６　各关节角度随时间变化图
４　结束语
空间直线和圆弧的轨迹规划算法是最基础的算

法，已经广泛应用于工业机器人中。以自行设计的五
自由度喷涂机器人为实验平台，通过示教的方式，记录
一系列离散的关节角度，再通过机器人运动学正解，求
出这些点对应的末端执行器的位姿，在笛卡尔空间中，
根据设定的运动进行轨迹规划，计算各插补点的位姿，
再通过机器人运动学反解，将这些插补点的位姿反解
为关节角度，最后由这些关节角控制机器人末端执行
器沿着规划的轨迹运动。由于采用了基于抛物线过渡
的空间直线插补算法和基于局部坐标系的空间圆弧插
补算法，保证了机器人的运动平稳、平滑。
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