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摘　要:提出了一种满足笛卡尔空间与关节空间混合约束的机器人平面曲线轨迹规划方法.在笛卡尔空间

讨论了控制节点的选取 , 节点间运动时间的分配 , 以及规划轨迹与要求轨迹的位置偏差和姿态偏差的估计方

法;在关节空间讨论了三次样条函数插值及满足关节速度 、加速度及力矩约束的方法.根据规划轨迹与要求

轨迹偏离情况 , 非均匀地插入控制节点.通过增加有限的控制节点 , 有效地控制偏差 , 减少计算量.给出了完

整的平面曲线轨迹规划算法.仿真实例验证了算法的有效性和可行性.
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Abstract:Anapproachforrobotplanecurvetrajectoryplanningwasproposed, whichsatisfiesthemixedcon-

straintsinbothCartesianspaceandjoint-variablespace.IntheCartesianspace, thedeterminationofcontrol

knotpoints, thetimeassignmentamongtheknots, andthedeviationestimationbetweentheplannedtrajectory

andthedesiredtrajectorywerediscussed.Andinthejoint-variablespace, cubicsplinepolynomialsfittingto

thesegmentbetweentwoadjacentknotswerediscussedandthemethodstosatisfythejointphysicalconstraints

(thevelocity, acceleration, andtorqueconstraints)werestudied.Accordingtothedeviationbetweenthe

plannedtrajectoryandthedesiredtrajectory, knotpointswereinsertedunevenlyamongthepredetermined

knots.Thusthedeviationwasdecreasedsignificantlybyaddingsmallnumberofknots.Atlast, analgorithm

forplanecurvetrajectoryplanningwaspresentedindetail.Atypicalindustrialrobottrajectoryplanningexam-

plewasgiventodemonstratetheeffectivenessofthismethod.
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　　轨迹规划是指操作机沿预定的轨迹产生一

系列关节变量{q(t), q﹒(t), q̈(t)}的时间序列 ,区

别于路径规划 ,强调了时间性.轨迹规划可以在

笛卡尔空间进行 ,也可以在关节空间进行.由于路

径约束一般是在笛卡尔坐标中给定的 ,而关节驱

动是在关节坐标中受控制的 ,因此规划的轨迹应

满足在两个不同坐标系的混合约束.目前直线轨

迹规划得到较好解决
[ 1, 2]
,文献 [ 3, 4]对相贯线 、

圆弧等曲线的轨迹规划也进行了相关研究 ,文献

[ 5]研究了机器人在焊接和喷涂中的轨迹规划问

题 ,文献 [ 6]研究了采用有理 Frenet—Serret曲线

进行轨迹插值的方法 ,考虑速度 、加速度约束的优

化轨迹规划方法也得到了研究
[ 7, 8]
.

本文针对平面曲线的特点 ,讨论了机器人一

般平面曲线的轨迹规划方法.在笛卡尔空间讨论

了关键控制节点的选取 ,分段轨迹运动时间的确



定以及实际规划轨迹与理想轨迹偏差的估计方

法;在关节空间讨论了三次样条插值 ,满足关节空

间物理约束(关节电机的速度 、加速度及力矩或

力极限)的方法.给出了完整的平面曲线轨迹规

划算法流程.算法的核心是根据规划的轨迹与要

求的轨迹偏离情况 ,非均匀地插入控制节点.通过

增加有限的控制节点有效地控制偏差 ,减少计算

量.最后通过一个典型工业机器人的仿真实例 ,验

证了算法的可行性.

1　轨迹规划在笛卡尔空间与关节空
间的描述

1.1　在笛卡尔空间轨迹规划解决的问题

1.1.1　平面曲线上初始控制节点的选取

笛卡尔空间的路径约束由函数描述或一系列

离散点来体现 ,并由运动学逆解转换到关节空间 ,

为了提高实时处理速度 ,这些控制节点应该尽量

少而有效.在函数性态分析的基础上 ,可以确定平

面曲线的关键点:与函数单调性有关的驻点 ,与图

形凹向性有关的拐点及一阶导数不存在的分界

点.如图 1所示.由这些关键点可将曲线初步分

段 ,以保证每段曲线的单调性和凹向性不变.根据

曲线的长度 ,在这些关键点中再适当插入控制节

点 ,由这些节点形成初始的控制节点.

图 1　平面曲线的初始控制节点

1.1.2　分段曲线运动时间的分配

笛卡尔空间与关节空间为非线性映射 ,但以

分段曲线占整个曲线弧长的比例来分配运动时间

是合理的.基本上保证了在笛卡尔空间内机器人

末端执行器线速度的均匀.

1.1.3　规划曲线与要求曲线偏差的估计

把笛卡尔空间控制节点的约束转换到关节空

间 ,在关节空间进行插值 ,规划各关节的运动后再

映射到笛卡尔空间时 ,规划轨迹与理想轨迹的位

置与姿态偏差应在给定的范围内.

关节插值轨迹与理想轨迹在节点 Pi与 Pi+1

之间类似于非均匀弦的下垂情况 ,在两端节点 Pi

和 Pi+1处重合 ,而在中间某点偏离最大
[ 2]
.对于位

置偏差 ,如图 2所示 ,理想曲线(实线)在一个平

面内 ,规划曲线(虚线),在一般情况下则是一个

空间曲线.若两曲线到两节点 Pi, Pi+1连线的最大

距离分别为 d1 , d2 ,垂足为 P10 , P20 ,在此区间内的

最大位置误差估计方法如下:

图 2　实际轨迹与理想轨迹位置偏差的估计

　　 平面 PiPi+1P11 的法向量 n1 =PiPi+1 ×

Pi+1P11 , 平面 PiPi+1P21 的法向量 n2 =PiPi+1 ×

Pi+1P21 ,则两平面 PiPi+1P11 、PiPi+1P21的交角为

α=arccos((n1·n2)/(‖n1‖ · ‖ n2‖)).

考虑极限情况 ,当  P10P20  / PiPi+1  =1

时 ,偏差估计为 D1 =max(d1 , d2);当  P10P20  /

 PiPi+1  = 0 时 , 偏 差 估 计 为 D0 =

d
2
1 +d

2
2 -2d1d2cosα, 因此 , 当  P10P20  /

 PiPi+1 =λ时 ,将估计偏差定义为

D=D0 +(D1 -D0)×λ. (1)

　　对姿态偏差的估计 ,如果理想的姿态矩阵为

R0 , 规划轨迹的姿态为 R1 , 则姿态误差由式(2)

中的 θ来表示 ,应满足  θ ≤θmax, θmax为规定的最

大位姿偏差.如果仅知道理想轨迹在某些节点上

的姿态 ,则其他位置的姿态可由四元数表示的球

面线性插值的 slerp公式来计算
[ 9]
.

Rot(n, θ)=R
-1
0 R1. (2)

式中:Rot(n, θ)是将姿态由 R0变为 R1而绕矢量

n转 θ角的旋转.

1.2　在关节空间轨迹规划解决的问题

1.2.1　关节空间的三次样条插值

在笛卡尔空间确定的控制节点通过运动学逆

解转换到关节空间的关节变量 ,再根据各控制节

点的时刻 ,进行三次样条插值(两端点的边界条

件是一阶导数即初始和终止角速度为零),得到

关节空间各关节的角位移 、角速度 、角加速度的时

间序列 {q(t), q﹒(t), q̈(t)}.采用三次样条插值

函数 ,可以保证关节变量及其前二阶时间导数的

连续性 ,使规划的关节轨迹是光滑的 ,并且低次多

项式可减少额外的运动
[ 1]
.另外 ,样条插值函数

在节点加密时 ,它和它的导函数能在整个插值区

间上充分靠近被插函数
[ 10]
.
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1.2.2　关节空间物理约束的满足

考虑操作机的动力学约束 ,即每个关节的驱

动力矩会饱和 ,不可能提供非常大的力矩和力 ,规

划的关节运动要受制于每个关节的速度 、加速度

和加加速度(加速度的变化率)最大值的约束 ,否

则会产生很大的跟踪误差.

如果两个控制节点间规划的轨迹超过上述关

节的物理约束 ,则增加此段及前后相邻段的运动

时间 ,或者单纯增加总的运动时间 ,或者从其他段

挪借 ,即节点间运动时间的再分配.在规定的工作

时间内完成任务的前提下 ,使各关节的力矩 、加速

度 、速度的最大值尽可能小.

2　平面曲线轨迹规划算法描述

规划合理的轨迹应满足两个不同坐标系的混

合约束.平面曲线的轨迹规划算法描述如下:

1)确定平面曲线的关键点 ,在笛卡尔空间确

定初始控制节点.

2)计算控制节点间曲线的弧长 ,按比例分配

节点间的运动时间 (取为控制采样周期的整数

倍).通过运动学逆解确定节点在关节空间对应

的关节变量.

3)在关节空间进行控制节点之间的轨迹规

划 ,产生关节空间初步的角位移时间序列{q}.

4)通过运动学正解再转换到笛卡尔空间 ,对

节点间的曲线进行误差估计 ,若超差 ,则在相应曲

线段的中点插入控制点 ,转到 2)继续;若每段曲

线均不超差 ,则转到 5).

5)进行关节空间物理约束的检验和运动时间

的调整.得到最终规划的关节控制变量的时间序列

{q(t), q﹒(t), q̈(t)},作为控制系统的输入变量.

3　仿真实例

以 AdeptCobra600的参数为例 ,对如图 1所

示的曲线进行轨迹规划 ,机器人的结构及主要参

数如图 3所示
[ 11]
,各关节的运动参数如表 1所

示.曲线由三段构成 ,一段为抛物线 ,一段为正弦

曲线 ,一段为直线.末端执行器的姿态保持为接近

矢量沿 z轴负方向 ,法向矢量沿 x轴方向.规划总

的运动时间为 5s,估计偏差不超过 0.5 mm.

　　图 4 ～ 7表示规划轨迹的结果.图 4是要求的

轨迹与实际轨迹的对比 ,图 5表示各关节的角位

移 ,角速度与角加速度.图 6表示规划曲线与要求

曲线的位置偏离误差 , SCARA类型机器人的结构

特点能够保证姿态误差很小.图 7表示在笛卡尔

空间末端执行器的线速度 ,可见在曲线的转折处 ,

为减少关节角速度和角加速度而增加的时间 ,使

机器人在笛卡尔空间的速度降低 ,保证以较小的

偏差经过这些转折点.表 2列出了计算过程中的

节点数 、估计偏差的大小 ,其中 ,最后一次对转折

处角加速度较大的地方调整了时间.仿真结果表

明上述算法可以使偏差很快减小.

图 3　机器人 AdeptCobra600的结构及主要参数

表 1　机器人 AdeptCobra600的关节运动参数

关节 关节角范围 /(°) 关节速度 /((°)· s-1)

1 +/-105 360

2 +/-150 672

3 0 ～ 210mm 1 100mm/s

4 +/-360 1 200

图 4　规划轨迹与要求的轨迹的对比及控制节点分布

表 2　控制节点数与最大偏差之间的关系

计算次数 控制节点数 最大偏差dmax/mm

1 9 2.617

2 13 1.454

3 16 0.748

4 17 0.433

·391·第 3期 王卫忠 , 等:机器人的平面曲线轨迹规划方法



(a)角位移

(b)角速度

(c)角加速度

图 5　关节角位移 、角速度 、角加速度

图 6　规划轨迹在各分段曲线上的估计偏差

图 7　末端执行器的线速度

4　结　论

1)针对机器人平面曲线轨迹规划的特点 ,讨

论了在笛卡尔空间与关节空间分别考虑的问题及

处理方法.

2)由于笛卡尔空间与关节空间的非线性映

射 ,经过笛卡尔空间选择控制节点※逆运动学※

关节空间的节点※三次样条插值生成关节变量的

时间序列※运动学正解※笛卡尔空间规划的轨迹

这一过程 ,得到的规划曲线与理想曲线有时会

“贴合 ”,此时只需较少的控制节点;有时二者会

“背离 ”,这时则需要较多的控制节点来限制.

3)在提出适合平面曲线的轨迹偏差估计方

法的基础上 ,采用基于偏差控制的非均匀节点选

择插入方法 ,以较少的节点来有效地控制偏差 ,从

而减少计算量 ,提高了计算效率.
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